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XVIII-3. 


Ci proponiamo di esporre alcuni risultati di Clarke e Vinter [6], 


{7} sulla regolarità delle soluzioni del problema 
b 
(P) mint f L(t,x(t),X(t))dt{x(-) assol. continua, 
a 
x(a) = A, x(b) = B}. 


Già Tonelli [8] si era posto il problema di provare la validità delle condizio- 
ni di Eulero-Lagrange per le soluzioni del problema (P) sotto le sue più genera- 
li condizioni di esistenza ed aveva provato che tali condizioni sono soddisfat- 
te fuori di un sottoinsieme chiuso C di misura nulla. Tonelli è tornato più vo] 
te sull'argomento, ottenendo diverse condizioni che assicurano che C è vuoto op 
pure che si riduce a uno degli estremi dell'intervallo [a,b], cfr. [9], [10], 
[11]. In [10] compare per la prima volta un esempio in cui C # P. 

Questo esempio non era noto a Ball-Mizel [2] quando hanno ripreso 
la questione nel 1984 e hanno costruito una serie di esempi di problemi (P) per 
i quali si ha C # P. Fra l'altro hanno mostrato che C può essere un arbitrario 
sottoinsieme chiuso di misura nulla dell'intervallo [a,b]. 

Clarke e Vinter [6], [7] hanno esteso i risultati di Tonelli e di 
altri (cfr. [6]) combinando le tecniche di Tonelli con l'uso del calcolo diffe- 


renziale generalizzato di Clarke [4]. 
1. Supponiamo che Ja funzione 
Lila,b] x Rx R"+R 


verifichi le condizioni 


(Hl) L è localmente limitata, t + L(t,x,v) è misurabile per ogni (x,v) e 


V > (t,x,v) è convessa per ogni (t,x); 
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(H2) per ogni C limitato in R"xr" esiste una costante K tale che 
IL(t,x,v)-L(t,x',v')| < K[(x-x'.v-v')] 
per ogni t in [a,b] e (x,v), (x',v') în C; 
(H3) esistono una costante a e una funzione convessa 6:[0,+[+R tale che 


L(t,x,v) = -a|x|+ 8(|v|), per ogni t,x,v, 


vl |r]-o 


Teorema 1. Sotto le condizioni (H1), (H2) e (H3) il problema (P) 


ha una soluzione x(-). Sia a < t s b tale che 


(1) lim inf Sul Ko, 
Sst>t * 
SSTSt 
sit 

Allora 


a) esiste un intervallo I relativamente aperto in [a,b] tale che tEI,x(-) è 


lipschitziana su I ed esiste p(-): I + R assolutamente continua per cui riesce 
(2) (P(t),p(t)) ca, , L(t.x(t), &(t))  q.d. su I; 


b) se inoltre la funzione v + L(t,x(t),v) è strettamente convessa per ogni t 

e la funzione s + L(s,x(t),v) è continua per s = t e per ogni v, allora 
x(-)ecK1); 

c) se L verifica tutte le condizioni precedenti e inoltre è di classe o” in un 


intorno di (t,x(t),X(t)), con rz2, e Lyu(tox(t):%(t)90 [definita positiva] per 
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ogni t in [a,b], allora x(-)ec'(I). 


Abbiamo indicato con è, yl il gradiente generalizzato di L(t,°,-). 
. 


Ricordiamo che, per f localmente lipschitziana, si ha 
af(x) = involucro convesso dell'insieme 
{grad f(x) x; + x per i+} 


Per le proprietà del gradiente generalizzato si veda [4]. Ricordiamo che se f 
è di classe cl in un intorno di x, allora af(x) = {gradf(x)}. Pertanto, se 
L(t,-,-) è di classe cl e se x(-)ech1), da (2) segue 


(2) gpgrad,L(t,x(t),X(t)) = grad L(t,x(t),%(t)), 
quasi ovunque su I. 
Prima di occuparci della dimostrazione del Teorema 1 vediamo alcu- 


ne conseguenze. 


Corollario 1. Esiste un sottoinsieme 2 di[a,b] aperto relativamen- 


te ad [a,b] tale che %(-) è localmente limitata su 9 e [a,b]\® ha misura nulla. 


Questo segue dal fatto che x(*) è derivabile q.d. su [a,b] e quin- 
di vale (1) q.d. 


Corollario 2. Se L verifica le condizioni in b), allora esiste il 


limite (finito o no) 


lim x(t)-x(s) 
Sst>r Lila 


sstSt 
sft 
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per ogni t in [a,b]. 


Corollario 3. Se L verifica le condizioni in b) e n = 1, allora e- 


siste il limite (finito o no) 


Vim AA). £ (1) 
t-t 
t>r 
per ogni t in [a,b]. 
Il Corollario 3 contiene il Teorema di Tonelli citato in preceden- 
Zà» 
Per la dimostrazione dei corollari si veda [6]. 


Indichiamo i punti principali della dimostrazione del Teorema 1, 


seguendo [6]. 
I) L'esistenza segue dal Teorema 4.1.3. di [4]. 


II) Sia t come in (1). Allora esistono ceR" e le successioni i + s;stst, ta- 


li che s;er se a<t, tor se t<b, s;tt; e 


x(t;)-x(s;) m 


t.=$. jo 
109 


Posto x(t) - tc = x(t), x(°) risolve un problema di tipo (P) con un'altra fun 
zione L che soddisfa ancora lo stesso tipo di condizioni. Inoltre si ha ora 


c= 0. 


III) Si può modificare la funzione 0 e si può sostituire alla funzione L una 


del tipo 


max{Ut,y,v), -oM + 0 |v]} 
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în modo da conservare la validità delle ipotesi (H1), (H2), (H3) e in più da 


avere 
i)a=0 in (H3); 
(HA) ii) c = 0 in H)a 
iii) ose(r)srÈ, 8 è crescente, 0 è strettamente convessa per t ab- 
bastanza grande 
IV) Fissiamo 
M > max{|x(t)| |a s ts b} 
e poniamo 
S = {(t,y)|as ts b, |yl s M}, 
co SUPElL(t,y0)] |(t,y)€S} 
Fissi 


8(R) 


amo RO tale che 0 sia strettamente convessa su FR 160 e inoltre 
> 2(14c,). 


Poniamo 


6,” sup{|z||z Ed, L(t,y,v),(t,y) ES, Iv] s RO 


e fissiamo Ri > Ro tale che riesca 


c 
6(r) > 2r[1 + a o ] perr=R 


1 1 


Poniamo 
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(e) 
" 


1 sup{|L(t,y.v)| |(t,y) ES; IvlsR,) 


a 
" 


sup |z]| Izea,b(t.ysv), (t,y)eS, |v| s R} 


e fissiamo Ro > Ri tale che 


8(Ro) > 2(c, 2 Ro 0). 
Poniamo 
(v) = 3 maxte(|v]), 0(R,)), 


L(t,y,v) = inf{(1-r)o(w)+rL(t,y,u)|0sts1, |ulsR,» 


v= (1-r) wtru} 
Allora si ha la seguente 


Proposizione 1. Se (t,y) eS, allora tel(t,y,v) è misurabile, 
n a n i ; lia . 
v + L(t,y,v) è convessa, (Y,v) > L(t,y,v) è localmente lipschitziana e per ogni 


€23. È(t,y,v) si h 
z ne sYsv) si ha 


iz sk +K v| 


2! 
per certe costanti K e K,. Si ha inoltre 


2 


a) ÈÙtya 3 (IM). 


b) vs, >Ù(t,y,v) = L(ty.v), 


c) R<ivisR,> L(t,y,v) s Ltoyov). 


d) Rp<Iv]=È(t,y,w) = 3 o(/vi) < o(lvl) s L(t,y,v), 
e) se |v| = Re 2ea (ty), allora 
|2|/>1+ LE 
Per la dimostrazione rimandiamo a [6]. 
V) Consideriamo ora il problema 


E, 
(P;) mint f* L(t,y(t).5(t))dt|y(-) ass. continua, Y(s;) = x(s;)» 
s. 
i 


y(t,;) = x(t;)3 


Questo problema ha una soluzione x;(*). 


Posto 
t-s, 
z;(t) = x(s;) + ta, [x(t;)-x(s;)], 
tia ti 
d.(y) -f L(t,y,J)dt , J;(y) -f L(t,y,y)dt, 
Sa Sk 
si ha 


d (x) sù (2,) s d;(2,) 


i 
e quindi, dalla Proposizione 1, 
1 


È 
3 [ i o(|à;(t)|dt s (2) 2 è 
i 
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Di qui e dalle maggiorazioni precedenti la Proposizione 1 segue 


sup |x;(t) - x(s.)] i 0 
sjstst, tia 


e quindi, per qualche Io? 


lx; (t) | <M pers, stst, . iz I; 


ossia (t,x,(t)) e S peri = 10° 
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Per la Proposizione 1, al problema (P;) è applicabile il Teorema 


4.2.2. di [4] in base al quale esiste y;()iIsi,ti] + R" assolutamente conti- 


nua tale che, per i = I, opportuno, 
(-d, (e), a (02, SHE; (8), p;(6))  q.d. 
con l'Hamiltoniana H data da 


H(t,x,p) = sup{<p.v> - Ut.y.v)] ver}. 


Di qui, usando la Proposizione 1 ripetutamente, si ottengono le valutazioni, 


per i = I; opportuno, 
AGI < costante gq.d.,, 
x(t) ca H(t,x;(t), pi(t)) q.d., 


p;(0)ca,È (tax; (t), k,(8)), 


x 
RI 
& 
VA 
Po) 
0 
o 
È 


ce 
sele 
_-_ 
x 
ra 
_ 
" 
(A 
—_ 
_ 
x 
le 
_ 
. 


Siccome x(*) risolve (P), si ha 


e quindi 


A causa della Proposizione 1, di qui segue 


|x(t)| s Ro per sj sts ti I, 
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E' noto [4] che sotto questa condizione vale l'affermazione a) del Teorema 1. 


VI) Ci mettiamo ora nelle ipotesi del Teorema 1-b). Fissiamo R>R, e conside- 


riamo il problema 


Sa 
1 


y(s.) = x(s;)» y(t,) =x(t,)}, il 


t. 
(P!) mint f a L(t,y(t),y(t))dt|y(-)ass.continua, |y(t)|sR q.d., 


di cui x(*) è soluzione, per quanto visto sopra. Per questo problema valgono le 


condizioni generalizzate di Hamilton ([4], Teor. 4.2.2.) 


(-p(t),%(t)) ca, 


6 H(t,x(t),p(t)) q.d. 
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con p(‘) assolutamente continua e 

H(t,x,p) = max{<p,v>-L(t,x,v)| |v| s R}. 
Ne segue che 

k(t)e aplH(t.x(t), p(t)) q.d. 
e quindi che %(t) massimizza la funzione 

v+ <p(t),v> - L(t,x(t), v) = f(t.v), |v| s R. 
La funzione f(t,°) è strettamente concava e perciò assume il massimo m(t) in un 
solo punto v(t). Siccome f è continua, le due funzioni m(*) e v(*) sono conti- 
nue (cfr. [1], Teor. 6, pag. 53). 

Siccome %(t) esiste q.d., coincide q.d. con v(t) ed è limitata e 
siccome v(*) è continua, si ha che X(t) esiste dappertutto e coincide con v(t). 


Questo prova l'affermazione b). 


VII) Mettiamoci ora nelle ipotesi c). Ora la (2) si può scrivere così 


d(t) L_(t,x(t), x(t)) , sjstst, , il 


p(t) = L,(t,x(t), %(t)) 
e p(*) e j(*) sono continue, dunque p(*) è di classe cl e quindi si può appli- 
care il teorema di Dini sulle funzioni implicite per ricavare %(-) come funzio 


ne di classe e. se r = 2, e di classe cl in generale. 
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2. Vedremo al n. 4 che può essere 2 = [a,b]. Qui vogliamo indica- 
re alcune condizioni sufficienti a precisare 2. 
In tutto il n. 2 supporremo sempre tacitamente soddisfatta la con 


dizione 


(Ho) L è localmente lipschitziana su [a,b] x Rx rr. 


Teorema 2. Sulla soluzione x(*) del problema (P) valgono le affer- 


mazioni 
a) se L non dipende da t, allora 9 = [a,b]; 


5 Pi Di. ; 
a') se per ogni aperto limitato SCR' esistono una costante c e una funzione 


vet! tali che 
L(t,xv) s clL(t,x,v)| + x(t) 


in ogni punto (t,x,v) €]a,b[xSxR" in cui la funzione L(-,-,v) è differenziabi- 
le, allora si ha 9 >[a,b[; se vale la maggiorazione precedente con Li al po- 


sto di Lis allora si ha 22]a,b]; 
a") se esiste veul tale che per ogni (AA) E xL(5:X(5);%(5)) riesca 


Mi s y(s) q.d. su [a,b], 


allora si ha 9D[a,b[; se invece riesce Mi 2 y(s) per quasi ogni s in [a,b], 


allora 2 2]a,b]; 


b) se per ogni aperto limitato scr” esistono le costanti ce ce la funzio- 


ne yE pi tali che 
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IL,(t,xsw)ls cqIL(t,x,v)| + coll, (t,x.v)] + y(t) 


in ogni punto (t,x,v) e Jas b[xSxR" in cui L(t,-,-) è differenziabile, allora 


9Q = [a,b]; 


b') se esistono una costante cz0 e ye E tali che riesca per ogni 


i Ea,l(t,x(t), x(t)) e a, a,t(tox(t),%(t)) 
la, = lag +vy(t) q.d. in [a,b], 

allora si ha 9 = [a,b]. 
Teorema 3. Supponiamo LE c(ta,b] x Rx R") e 
Ly y(tox(t).x(t)) > 10 q.d. su [a,b] 


Poniamo 


a) Se esiste ye o tale che 
IF(t,x(t),x(t))| s y(t)(1+|k(t)])  q.d., 
allora 92 = [a,b]. 


b) Se per ogni (t,x,v) si ha 


L(t,x,v) > g(x) + k|v]}to, 


Ly yltoxav) > 0 
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con a 3 0, k > 0 e g localmente limitata, se per ogni aperto limitato SCR" 


esiste una costante c tale che 


IFCt,x,v)] s c(1+[v|?*%) 


per ogni (t,x,v) in [a,b]xSxR", allora 9 = [a,b]. 
Le dimostrazioni di tutte le affermazioni contenute nei Teoremi 2 


e 3 si basano sul seguente 


Lemma 1. Sia u(*) soluzione del problema (P) con L che soddisfa le 
condizioni (H1), (H2), (H3). Per teanl[a,b] poniamo 


t* = supfteJt,b]] JX(*),L"(t,t)| <>}. 


Allora x(*) è lipschitziana su [t,b] se vale almeno una delle seguenti due ipo- 


tesi: 
Gi) RC), L'(E,t9)]<© 
(ii) Per ogni successione i + t; tale che 


È A i 
ts t; < tia + t* per ji + 


} l 5 sa z n 7 
esiste una successione di funzioni p(*):[t,t;1>R assolutamente continue ed e- 


siste una costante K indipendente da i tale che 


p;(t)ea,L(t,x(t),x(t)) = q.d. su (t,t,) i 


Ip;(t)] sK per t sts t. 


Per le dimostrazioni dei Teoremi 2 e 3 e del Lemma 1 rimandiamo a [6]. 
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Indichiamo soltanto come l'affermazione a) del Teorema 2 segue da] 
Lemma. 
Fissiamo te 2N[a,b[ e prendiamo t. e t* come nel Lemma 1. Per ogni 
i=zlsi ha 
140), Tft.t)l= MN, <- 


1 


e quindi x(*) è soluzione su (t,t,) del seguente problema 


t. 

i 
su L(y(t),g(t))dt|y(-) ass.continua, y(t) = x(t), Y(t;) = x(t), 
$ 


Ij(t)| SM, 9.4). 


Per il Teorema 5.2.3 di [4] esiste una funzione p;(°): [t,t,] + R assolutamen- 


te continua, non identicamente nulla e tale che 
p(t)ca,L(x(t),%(t)) = q.d. su [t,t;], 
h, 3 pi(t)à(t) - L(x(t),X(t)) = max [p,(t)*v-L(x(t),v)] A 
|v|sM. 
î 


con h = costante. 
Per la convessità di L(x,°) e poiché M; > |k(t)|, di qui segue 


p,(t)ea,b(x(t),%(t)) q.d. 
e quindi che 
h, = p;(t)-A(t)-L(x(t),%(t))2p,(t)-v-L(x(t),v), vver". 


Ne segue 


XVIII-17. 
pi(t)ev <sL(x(t),v) + h; * vveR", 


e quindi 


Ip,(t)| max Ip,(t)-vis max |L(x(t),v)| + Ih,l 


|v|sl |vjsl 
Per le ipotesi fatte su L, il primo termine a secondo membro si maggiora con 
una costante indipendente da te [a,b]. 

Si ha poi, per certe costanti Kn? 

|k(t)] sM-1 q.d. sult,t,], 

IL(x(t),X(t))]  K, q.d. sult,t,], 


Ip,(t)] sK, Li a 


ricordando che pi(t)ea,L(x(t),i(t)) e che L è localmente lipschitziana. Ne se 


gue che 
t 
1 1 
|h.| s 7 i Ip,(t).X(t) - L(x(t),xX(t))|dt s K, per i=1 
1 to î 1 3 
e quindi 


Ip,(t)] S Kg per tstst. , izl 
Ora si applica il Lemma e si ottiene che 
oDIt,b], 


applicando anche il Teorema 1. 


In modo analogo si prova che 9 >[a,t]. 
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3. Vogliamo esporre ora un risultato di esistenza in piccolo che 


non richiede l'ipotesi di eoercività (H3). 
Teorema 4. Sia (toro) ES aperto in R x R" tale che 


i) L è localmente lipschitziana su S x R", 


ji) R'av+ L(t,x,v) è strettamente convessa per ogni (t,x) in S. 


Fissato M > 0, esistono e,y positivi arbitrariamente piccoli tali che, qualunque 


siano a, b, A, B verificanti le condizioni 
a,belt -e, t +e], a<b, 
lo) o) 
|A-x | se, |B-x.| se, 
o) o) 
|B-A| < M(b-a), 
i] problema 


b 
mini f L(t,x(t),X(t))dt|x(-) ass.continua, x(a) = A, 
a 


x(b) = B, Ix(t)=x S Y per astsb} 


; 3 ti 1 
ha almeno una soluzione e ogni soluzione è di classe C su [a,b]. 


Tonelli [11] ha dimostrato il seguente 


Teorema 4'. Se n=1, se esistono e sono continue su SxR le funzio- 


ni 


Gb Ly L 
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e se L (03%) è strettamente crescente per ogni (t,x) € S, allora vale la tesi 


del Teorema 4 e in più si ha per ogni soluzione x(*) del problema considerato 
|X(t)|sM+e per astsb. 


Corollario 4. Se x(*) è soluzione del problema (P) considerato 
nell'Introduzione e se L è localmente lipschitziana e strettamente convessa ri- 


spetto a v, per ogni t in [a,b] verificante la condizione 


lim inf iii < 
Ss stro 
ssist 


sà t 


esiste un intervallo I relativamente aperto in [a,b] tale che tel e x(*) è di 
classe cl su I. Dunque x(-)ech(a) con 2 relativamente aperto in [a,b] e 
u([a,b]\g) = 0. 

Per ottenere il Corollario 4 del Teorema 4 si prende una successio 
ne i + [a;»b;] Cc [a,b] tale che [a;»b;] sia un intorno di t aperto relativamente 
ad [a,b] e 


b;-a; +0 per î + ©, 


Ix(b;)-x(a,)] < M(b.- a) per i > 1, 


per qualche costante M < ®. Poi si applica il Teorema 4, con to = 1, xl)» 


al problema 


b 
i : 
zio] L(t,y,y)dt|y(-) ass.cont, y (a;) = x(a;), 


a, 
1 


y(b;) = x(b.), Iy(t)-x(t)|s 6 per a Stab, îzI » 


con 6>0 e I, opportuni. 
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. Indichiamo i punti principali della dimostrazione dei Teorema 4, 


seguendo [7]. 
I) Ci si riconduce al caso di 
S= It i trxixl brex] sy} 
e di L che verifica la condizione 
L(t,x,v) = a|vi per (t,x,s) sxR", 
con y>0 e a>0 opportune. 
II) Si utilizza la Proposizione 1 per costruire le funzioni 
Li: SR">R, 170, 
che verificano le condizioni seguenti: 
a) L, verifica i) e ii); 
b) L_(taxv) = L(t,x,v) per |vjsr, 
c) L_(tsxv) > maxtS|v],|v|f=rÎ}; 
d) esiste p(r) > 0 tale che 


L_(taX,v) = ivjfart per |v|zp(r). 


Supposto 
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- = < < = + 
L? Y a fa<bsb, L, Ys 
[A-x_] SY» 1B-x_] sy, |B-A| s M(b-a), 
consideriamo il problema 
b 
(P.) nin f L_(t.y,9)dt]y(-)ass.cont., ya) = A, 
a 
Y(b) = B, ly(t)-x1 sv 
Allora si ha il seguente 
Lemma 2. Esistono e>0, ro70 tali che, se 
la-t_]Ke_, [b-t_|Ke , |A-x [Ke , |B-x_ <e, rar, 
lo) Do) O) Do) O) 
il problema (P,) ha una soluzione x.(-)ec(ta,b]) per cui si ha 
la (t) gr? lx (t)x 1 Y per astsb, 


L(t,x_(t),à_(t))=L_(t,x_(t),%_(t)) per astsb . 


Da quanto detto sopra segue che 


b b 
J L(t,x_ 3%, )dt -| L(t,x sk )dt per r,s2r, 


e inoltre che, posto 


z(t) = x, (t), astsb, 
o 
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se y(*) è una qualunque funzione /ipschitziana tale che y(a)=A,y(b)=B, 


Iy(t)-x 15% riesce 


b b 
I L(t,z;Z)dt sf L(t.,y,y)dt. 
a a 


III) Esistono delle costanti r,>0, ada, 6>0, 8,) e le funzioni H :SxR"+R, per 


i k 
k > r,, localmente Jipschitziane e strettamente convesse in v tali che 


1° 


a) H.(t,x,v) = L(t,x,v) per Ivlsro 


k 
b) H,(toxsv) sL(t,x,v) + î per rslvisr» 
c) H,(t,x,5) sL(t,x,v)-8 per rjslvisk, 
d) H,(t,x,v) s B|v|t per |v|>k, 
e) H,(t,x,v) = ajv| su SxR". 


Procedendo come nel punto II), si prova che esistono e>0 e ro70 tali che, se 
asb,A,B sono come nel Lemma 2, nella classe delle funzioni y(*):[a,b]>R" 
lipschitziane tali che 

y(a) = A, y(b) = B, Iyp) ax per astsb 
ne esiste una z(*)€C({a,b]) verificante le condizioni 


|z(t)| < mr, per astsb, 


b b 
f L(t,z,z)dt s[ H,(ty,9)dt per ogni y(*),k. 
a a 
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Quest'ultima maggiorazione si estende a tutte le funzioni y(*) assolutamente 
continue verificanti.le altre condizioni poste sopra su y(*) mediante il se- 


guente 


Lemma 3. Data y(*) assolutamente continua come sopra, esiste una 


successione di funzioni 
y;(*):la,b] + R" , ien, 


lipschitziane tale che 


b 


maxly;(t)-y(1) | +f Iy;(t)-y(t)]at Do, 


fo 


b b 
VETCERT Fre) f H,(t,y,d)dt. 


IV) Se la funzione y(*) non è lipschitziana, l'insieme 
W = {tela,b]] Iy(t) rp 


ha misura positiva. 


Posto 

T={tela,b]] jXt)|s ri}: 
Us te [a,b]| riSl9(t)] sk}, 
VW, 3 {tela,b]] K<Iy(t)]}, 


si ha 
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b b 

Il L(e,z,a)dt s f H,(t.y.9)dt = 

a a 


- fuceminae +f A ceminar + f Hem ,irt 
T ÙU V 
k k 


sf rttmiirae +2 u(7) +f L(t,y,3)dt - su(U,) + 
T Ù, 


b 
+f orslyat za f L(t,y,J)dt - Su(W) 
V a 
k 


Dunque si ha 


b b 
Il L(t,z,Z)dt s | L(t,y,y)dt = Su(W) 
a a 


e questo prova che ogni soluzioni del problema considerato deve essere lipschit- 


ziana e ciò conclude la dimostrazione del Teorema 4. 


4. Terminiamo con alcuni esempi. 


Esempio 1. Questo esempio è dovuto a Tonelli [10]. E' noto che il 


problema 
1 peg 
(P) nini [ y(t) Vi(t) +Y(t)° dt] x(-),y(-) ass. continua, 
(o) 


y(t)z0 per Osts1, x(0) = 0, x(1) = 1, y(0)=h=y(1)} 


ha una unica soluzione, per h>0 abbastanza grande, data da 


" 
ct 


xol0) 


1 
Yolt) a cosh. > (t - 


con a>0 costante (cfr. [9]). 


3) 


XVIII-25. 


Fissiamo un nuovo sistema di coordinate cartesiane ortogonali (,n) 


în modo che l'asse nsia parallelo alla retta tangente in (1,h) alla curva (*). 


Precisamente poniamo 


_ Y(1)x-y 


yy (0° 


E = aX - by, 


Allora si ha al + b° =le 


x 
" 


at + bn, 


= -bE + an 


(A 
Il 


Poniamo anche 


Eo = bh, Ei = a-bh. 


Nelle coordinate (£,n) la curva (*) è rappresentata da 


XVIII-26. 


l'ani 
" 
o) 
(nu 
Ù 
o 
Se 
[e] 
_ 
et 
n 


=] 
" 
(cul 
ct 
+ 
DO) 
das 
(e) 
_ 
CE 
_ 


e la funzione 
o(t) = at - by, (t), Ostsi, 

è strettamente crescente e quindi invertibile con inversa 
vi 18:51! > [0,1]. 

Dunque la curva (*) è rappresentabile nella forma 
y = by(E)tay (W(£)) = no(8)» E 8 E 8 ED 


e la funzione nol) è continua per ogni E, è di classe C° per EEC e verifi- 


ca le condizioni 


Ei 
alette > J PIGIES 


So 


Consideriamo ora il problema 


E 
1 ei 
(P') mist] [-br+tan(&)] Vii(e)? de|n(-) ass. continua, 


So 


-betan(&)20 per ogni &, ne)” n (ee ene). 


Si ha 
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E . 
{ ì [-bz+tan(z)] Vi+i(e)? de = (e = s(t)) 


îo 


1 
= fl tedsct)santote) Visate(t)) d(t)dt. 
0 


Se poniamo 


y(t) = -bo(t) + an(ol(t)), 
Ostsl, 
x(t) s ag(t) + bu(g(t)), 
otteniamo 
+ 900)? = ci+i(o(t))E16(t)?, 


x(t) 


e quindi, essendo y(t)z0, y(0) = h = y(1), x(0) = 0 e x(1) = 1; 


E 
1 1 rn 
j (-betan(e)) Visito)tas= | v(t) Vi(t)A4y(t)? dt è 
o 


So 


E 
1 1 > 
= [ Yolt) Visy (0)°dt a: [-be+an( )1 Vir (6)? de 
i) E 
(0) 


pertanto nl) è soluzione del problema (P') e si ha 9 = Ce El Osserviamo 


che la lagrangiana del problema (P'), data da 


L(5,n,0) = (-be+tan) Vise?, 
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verifica le ipotesi del Teorema 4 nell'aperto: -b&+an>0, che contiene il grafi- 


co di nol)» poiché Lg * (-be+an)(1+02)73/?, 


Esempio 2. Può essere 2*[a,b] anche nelle condizioni del Teorema 1. 
Un esempio, dovuto a Ball e Mizel [2], è dato da 


2_3,2 14 2 


L(t,x,u) = (tx) u + eu ,  Ostsl. 


E' possibile scegliere e>0 e k>O in modo che il problema 


1 
mint f L(t.,x,%)dt[x(-) ass. continua, x(0) = 0, x(1)=k} 
() i . 


abbia come unica soluzione la funzione 


La dimostrazione si trova in [2] e [4]. 


Esempio 3. Fissato a piacere 2 aperto in [-1,1] con mis([-1,1]\9)=0, 


in [2] è costruito un esempio di problema 


1 
mini f L(x,X)dt|x(-) ass.continua, x(-1)=kj3%(1)=K,} 
-1 


per il quale si ha LE c°(r°), Lu? ® 
2 
Ju] s L(x,u) < C(1+u), 


ini pè * per quasi ogni xER, 


ed esiste una unica soluzione x(-) crescente strettamente e tale che 
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X(t)=toetéa, 
L,(x(+),%(-)) #13 (-1,1). 


Esempio 4. Poniamo 


1 
I(x) -[ L(t°-x(#)9)?]8(1)15 + ex(1)21de 
(o) 
Per ogni s227 e k>1 esiste e>0 tale che ogni soluzione (ne esistono) del problema 
min{I(x)|x(0)=0 , x(1) = k, x(-) ass.continua} = m 
ha l'insieme 9 = 0,1]. Si ha inoltre 


m<inf{I(x)|x(0)=0, x(1)=k, x(*) ass.continua, %(-)e L%0,1)} 


per ogni q tale che 35sqs +». Anche per questo rimandiamo a [2]. 
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